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摘 要 二维波动方程谱元法通常采用四边形网格，网格质量

和属性建模方式对波场模拟精度和效率有较大影响．常规属性
建模需要先建立几何模型再对其进行贴体网格剖分．但存在已
知稠密属性控制点却难以建立复杂几何模型的问题．针对此问
题，提出对模型进行矩形网格剖分并计算 GLL 点，利用属性控
制点对所有 GLL点进行插值以提高属性建模的效率．将属性建
模方式归纳为单元属性建模方式和节点属性建模方式．在节点
属性建模方式中分析了双线性插值、快速 Gauss径向基函数插
值法的计算效率，将两种插值算法集成于 SPECFEM2D 的属性
建模程序中．实例表明两种属性建模方式对谱元法波场模拟都
是有效的．
关键词 波场模拟; 谱元法; GLL点; Gauss径向基函数; 四边形
网格
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Abstract The spectral element method of 2D wave equation is
usually based on the quadrilateral mesh，and the mesh quality and
attribute modeling methods have a great influence on the accuracy
and efficiency of wave field simulation． The conventional attribute
modeling needs to establish the geometric model and its body fitted
mesh． However，the problem is that it is difficult to build a complex
geometric model with dense attribute control points． In view of this
problem，the model is divided into rectangular meshes and GLL
( Gauss-Labotto-Legendre ) points’ coordinates are computed．
Properties of all GLL points are interpolated by attribute control
points to improve the efficiency of attribute modeling． The attribute
modeling method is summarized as the element attribute modeling
method and node attribute modeling method． The efficiency of bi-
linear interpolation and fast Gauss radial basis function interpolation
method are analyzed in node property modeling，and then these two
interpolation algorithms are integrated into the attribute modeling
program of SPECFEM2D． Examples show that both modeling
methods are valid for the spectral element wave field simulation．
Keywords wave field simulation; spectral element method; GLL
points; Gauss radial basis function; quadrilateral mesh

0 引 言

波动方程数值模拟中的有限差分法、传统有限元法、谱
元法、间断有限元法具有各自的优势，在高精度逆时偏移和
波形反演中已得到广泛的应用． 谱元法结合 Legendre 或
Chebyshev伪谱法与有限元法的优点，允许不同的单元大小，
且在不同单元中用不同阶基函数逼近波场值，谱元法能够

采用较稀疏单元划分达到有限元法相同精度，高阶插值不出

现 Ｒunge现象且并行计算容易实现( Tromp，et al．，2008;
Komatitsch，et al．，2010) ．严珍珍等( 2009) 利用谱元法结合
高性能并行计算，分别对人工点源和复合源激发的汶川大地

震地震波的全球传播过程进行数值模拟． 王秀明等( 2007 )
完整推导了谱元法中 Legendre 和 Chebyshev 展开的有关计
算公式，通过引入空间域中在预先条件下的共轭梯度的元到

元算法和时间域中时间积分的交错网格的预期 /多次校正算
法，不需要形成有限元中的全局矩阵和有效载荷矢量，从而

提高了谱元法计算精度和计算效率．二维波动方程 Legendre
谱元法程序包 SPECFEM2D 采用四边形单元对各向同性或
各向异性介质进行弹性波场模拟、伴随波场模拟以及全波形
反演( Komatitsch and Vilotte，1998; Tromp，et al．，2008) ，谱
元法将 GLL积分节点取为插值点，在 GLL点上构造基函数，
生成的质量矩阵为对角矩阵． 刘有山等( 2014 ) 通过波动方
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程谱元法数值模拟表明，与经典的四边形网格谱元法相比，

三角网格谱元法能更好适应剧烈起伏地形，但波场模拟精度

较低．
四边形网格谱元法波场模拟通常采用贴体网格( 贾艳艳

等，2014; 李振春等，2016) 和非贴体网格剖分方式，每个单
元称为谱单元．本文将四边形谱元法波场模拟中属性建模方
式归纳为单元属性建模和节点属性建模两种方式．单元属性
建模是根据单元号和属性号对谱单元属性( 密度、波速和弹
性参数) 赋值，在谱单元内属性为常数; 节点属性建模方式是

利用插值方法对所有谱单元的 GLL 点进行属性赋值，在单
元内属性可以不是常数，比单元属性建模方式更具灵活性．

GLL节点属性建模可以采用双线性插值( 马德堂等，
2014) 和快速径向基函数插值法( Yokota et al．，2010) 实现．
双线性插值需要四边形网格分布的属性控制点实现所有谱

单元 GLL点属性插值，如果属性控制点是散乱的，双线性插
值会失效．针对 N个离散控制点插值问题，Yokota 等( 2010)
提出计算复杂度和内存需求量均为 O( N) 的 Gauss径向基函
数插值并行算法，称为快速径向基函数插值，能处理控制点

个数 N = 103 ～ 106，且其迭代收敛速度快． 魏亦文和王彦春
( 2012) 实现了薄板样条( TPS) 径向基函数插值重构近地表
模型，TPS插值需要 O( N3 ) 运算量和 O( N2 ) 的内存． Gumerov
和 Duraiswami( 2010) 提出改进的迭代求解法( 如 FGP05) 使
径向基函数插值过程计算复杂度达到 O( NlogN) ，但仍然需
要 O( N2 ) 的存储量．

1 波动方程 Legendre谱元法中的 GLL点

关于波动方程谱元法的理论公式推导和求解过程

( Komatitsch and Vilotte， 1998; Tromp et al．， 2008;
Komatitsch et al．，2010; Cupillard et al．，2012 ) ，此处不赘
述．在谱元法中，Lagrange 多项式插值节点常取为 GLL
( Gauss-Labotto-Legendre) 积分点( 李孝波等，2014 ) ． 正方形
参考单元( 母单元) 区域为 Λ［－ 1，1］，其上任意点 ψ( ξ，η)
都满足 － 1≤ξ，η≤1．母单元使用 n 阶 Lagrange 插值多项式
作为基函数，共有( n + 1) 2 个 GLL点，在 ξ或 η方向上各有 n
+ 1 个 GLL点．在 ξ方向上，GLL点坐标 ξα 满足方程:
( 1 － ξ2α ) P'n ( ξα ) = 0，－ 1≤ξα≤1，α = 0，…，n ， ( 1)

其中 P'n ( ξ) 是 n阶 Legendre多项式的导数，n 阶 Legendre 多
项式为

Pn ( x) =
1

2nn!
dn

dxn
［( x2 － 1) n］．

在 ξ方向上，通过 n + 1 个 GLL点 ξα ( － 1≤ξα≤1，α = 0，
…，n) 构造 n + 1 个 Lagrange插值基函数，公式为

n
α ( ξ) =

( ξ － ξ0 ) …( ξ － ξα － 1 ) ( ξ － ξα + 1 ) …( ξ － ξn )
( ξα － ξ0 ) …( ξα － ξα － 1 ) ( ξα － ξα + 1 ) …( ξα － ξn )

，

( 2)
n
α ( ξ) 满足 δ函数的性质，在 η 方向上的 GLL点分布及插值
函数与 ξ方向相同． 在母单元上波场的 Lagrange 插值以及
Gauss-Labotto-Legendre波场函数的特殊积分规则使谱元法
的质量矩阵为对角阵，四边形网格中 GLL 积分公式的计算
精度随着 GLL点的增加而增加． de Basabe 和 Sen( 2007 ) 证
明 4 阶单元波动方程谱元法在计算精度和速度上得到折中．

4 阶单元中共有 25 个 GLL 点，如图 1 所示． 在 ξ 方向上，ξα
( α = 0，1，…，4) 的值分别是 ξ2 = 0，ξ3 = － ξ1 = 0． 65465，ξ4 =
－ ξ0 = 1，利用式( 2) 构造 5 个 4 阶 Lagrange 插值基函数，如
图 2 所示．

图 1 单元内 GLL点
Fig． 1 GLL points of an element

SPECFEM2D程序包可将 Gmsh 创建的 1 阶或 2 阶四边
形单元贴体网格转换成内部格式的 4 阶单元，即谱单元默认
为 4 阶单元，每个谱单元包含 25 个 GLL 点． SPECFEM2D 程
序包也可以直接创建内部格式的规则矩形网格．为了保证谱
元法计算结果的精度，要求每个波长内至少包含 5 个 GLL点
( Cupillard et al．，2012) ，应满足条件为

Δx≤ n
5 λmin， ( 3)

式中 Δx为单元边长，n 为 Lagrange 多项式的阶数，默认 n =
4，λmin为传播介质的最短波长，当震源为 Ｒicker子波时，横波
最短波长 λmin =［Vs / fc］min，为介质中横波波速，fc 为截止频
率，fc = 2． 5fp，fp 为峰值频率．刘有山等( 2014) 利用 7 阶谱单
元精确模拟面波，提出三角网格谱元法在每个最短的面波波

长内至少有 11 个采样点，然而经典的四边形谱元法只需要 4
个采样点．实际上最短波长可以是纵波、横波、面波的最短波
长，由式( 3) 可以得到三种波最短波长内样点数计算公式为

ns =
n
Δxλmin ． ( 4)

谱元法若采用 Newmark积分方法，为保证计算稳定性，
时间步长必须满足 CFL条件为

Δt≤C［Δy /Vp］min， ( 5)
其中 Δy是相邻 GLL点之间的距离，Vp 是介质中纵波波速，C
为 CFL条件数，通常在 0． 3 和 0． 4 之间．

2 单元属性建模

单元属性建模方式是对于已经剖分好的四边形网格，根

据单元号和属性号对单元属性进行赋值，适合块状贴体网格

的属性建模．通过 Gmsh 建立带起伏地形的块状几何模型，
属性号如图 3 所示，密度、纵横波速度如表 1 所示，最大纵波
波速 6000 m /s，最小横波波速 2000 m /s．为保证计算精度，根
据式( 3) 单元边长 Δx与最小波长 λmin存在约束关系，设置单

元边长 Δx = 50 m，Ｒicker子波峰值频率 fp = 30 Hz．由式( 4)
计算得到最短横波波长内有 5． 3 个样点，最短纵波波长内有
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10． 7 个样点．在 SPECFEM2D程序中利用属性号对已编号的
谱单元进行属性赋值后，根据式( 5) 设置时间采样间隔 Δt =
1 × 10 －4 s进行谱元法波场模拟，t = 0． 72 s 时的波场快照如
图 4 所示，结果表明以上参数设置能较好压制数值频散．

表 1 块体属性
Table 1 Block attribute

属性号
密度 ρ
( kg /m3 )

纵波速度 vp
( m/s)

横波速度 vs
( m/s)

1 2000 4000 2000

2 2000 6000 3000

3 节点属性插值建模

单元属性建模方式对于块状分布的地质结构特别适用，

但是对于复杂非均匀地质体的属性建模在单元内属性为常

数是不精确的．节点属性建模方式在单元内部的 GLL 点上
对属性赋值，从而能更好建立非均匀介质模型．谱元法波场
正演模拟程序包 SPECFEM2D对于 Gmsh软件所建立四边形
贴体网格的质量合格判定标准为，必须满足每个单元上

Jacobi行列式的值大于 0 以及单元最大偏度小于 0． 75 的条
件，这会导致复杂构造模型贴体网格过程耗时过长．例如常
用的 Marmousi模型很难建立准确的几何模型和贴体网格，
此时只需要矩形单元非贴体网格，虽然几何模型缺失但存在

一些属性控制点数据．如果这些属性控制点分布在规则的矩
形网格控制点上，可以采用双线性插值所有 GLL 点属性值．
如果这些属性控制点是散乱的可以采用快速径向基函数插

值所有 GLL点属性值．在快速径向基函数插值法中，规则分
布属性控制点也可以当成散乱控制点进行插值计算．本文针
对稠密网格控制点个数 N ＞ 104 情况，主要研究双线性插值

和快速 Gauss径向基函数插值属性建模方式．
3． 1 双线性插值
双线性插值将规则属性网格节点作为控制点，将谱单元

的 GLL点作为待插值点．双线性插值公式为
v( x，z) = a0 + a1x + a2 z + a3xz ， ( 6)

通过式( 6) 建立线性方程组，可以快速求解系数 ai，i = 1、2、
3、4，从而内插单元内 GLL点上属性值．
3． 2 快速 Gauss径向基函数插值
快速 Gauss径向基函数节点属性插值建模方式，利用

Krylov子空间法( KSP) 有效完成算法的并行计算( Yokota et
al．，2010) ．采用基于径向基函数插值建模流程，控制点是散
乱点，有序节点可以当作散乱点进行处理．在二维地下介质
属性插值建模中，已知散乱点 x及属性函数为 f( x) ，x∈ 2 ．
径向基函数( ＲBF) 插值构造的近似函数 s( x) 可表示为

s( x) = ∑
n

j = 1
λjφ( ‖x － xj‖) +∑

m

k = 1
bkpk ( x) ，x∈ 2，

( 7)
φ为径向基函数，‖·‖为欧氏范数或 L2 范数，{ p1，p2，…，

pm } 是次数小于 m的所有双变量多项式空间∏
2

m
的基函数．系

数 λj，j = 1，…，n 和多项式函数 pk ( x) 需要满足一定约束条

件( 魏亦文和王彦春，2012 ) ，此处不赘述． 快速径向基函数
所采用的 Gauss径向基函数为

Φi，j =
1

2πσ2 exp －
xi － xj

2

2σ( )2 ， ( 8)

其中，σ为高斯基函数的标准偏差．当 σ 不变，Gauss 函数值
随着距离衰减很快，当 xi － xj ＞ 8σ 时，高斯函数对于双
精度计算的影响可以被忽略．矩阵 Φ中的元素 Φi，j可以近似

为 0．式( 7) 可简写为 AX = b，如果计算区域大小远远大于
σ，那么矩阵 A是非常稀疏的．设计算点之间的平均距离为
h，h /σ越小插值越具全局性，显然 h /σ决定了 Gauss径向基
函数插值的精度．
快速 Gauss径向基函数插值算法使用 Petsc 中 GMＲES

求解器，采用限制可加性 Schwarz 方法作为预条件子( Balay
et al．，2004; Abhyankar，et al．，2013 ) ，利用区域分解法将
区域 Ω分解成多个子区域后进行并行求解． 随着计算区域
内节点数 N 的增加，快速 Gauss 径向基函数插值计算量为
O( N) ．基于域分解和 PC 集群的并行计算不但可以节约存
储，还能提高收敛速度．设区域重叠度为 h /σ，D 是重叠区域
尺度，B是非重叠区域尺度，T表示矩阵向量积中非 0 元素范
围尺度，如图 5 所示． 为确保快速 Gauss 径向基函数插值算
法具有适当的收敛速度和精度，实际应用中应该合理选取

B、T、D的值．
3． 3 实例分析
节点属性建模方式直接对 GLL 点进行属性赋值，适合

SPECFEM2D软件包自带规则矩形网格建模． 与单元属性建
模方式相比，节点属性建模方式可使单元内每个 GLL 点上
属性值不一致，从而确保复杂非均匀介质属性建模的高精度

性． GLL点属性赋值可以通过双线性插值和快速 Gauss 径向
基函数插值两种插值方式来实现．基于节点属性建模技术的
谱元法波场模拟技术路线，如图 6 所示．
以 Marmousi复杂速度模型为例，x 方向长度 lx = 9200，z

方向深度 lz = 3000 m，属性控制点分布于均匀网格节点上，
在各方向上节点间距为 4 m，属性控制点总数 N = 2301 × 751
= 1728051 ＞ 106 ．对于 Marmousi 模型，如果采用贴体网格剖
分方式，必须得到该模型的精确几何模型，会相当困难，此时

若采用非贴体网格剖分方式具有更大灵活性．首先对整个区
域进行均匀四边形网格剖分，然后利用稠密的属性控制点采

用双线性插值或者快速 Gauss 径向基函数插值 GLL 点的属
性完成建模．
考虑到内存需求和模拟速度，本次设置 Marmousi 模拟

谱单元数为 460 × 150 = 69000，单元边长 Δx = 20 m，每个谱
单元内 GLL 点为 25 个，因此整个区域中 GLL 点总数为
1725000．对于稠密属性控制点 N ＞ 106，采用双线性插值建模

耗时 55 s． 为了测试快速 Gauss径向基函数插值效率，首先，
对区域按最小方向长度 lz = 3000 m进行归一化，在 h /σ = 1，
B /σ = 10，T /B = 1． 9 固定不变的前提下，设置不同的 σ． 然
后，对原始属性网格进行抽稀得到新的属性控制点个数 N．
最后，在相同 KSP迭代误差终止条件下，采用快速 Gauss 基
函数插值 GLL点属性，参数设置如表 2 所示．表 2 中控制点
数 N =17556对应抽稀网格间隔数为 10，控制点数 N = 108288
对应抽稀网格间隔数为 4．表 2说明在参数 h、B、D、T与 σ的
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图 2 Lagrange插值基函数
Fig． 2 Lagrange interpolation basis function

图 3 块状几何模型
Fig． 3 Block geometry model

图 4 0． 72 s波场模拟快照
Fig． 4 Snapshot of wave field simulation at 0． 72 s

图 5 重叠单元中的参数关系
Fig． 5 The relationship of parameters in

overlapping element

图 7 t = 0． 442 s波场快照
Fig． 7 Snapshot of wave field simulation at 0． 442 s

图 8 t = 1． 02 s波场快照
Fig． 8 Snapshot of wave field simulation at 1． 02 s
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图 6 波场模拟技术路线图
Fig． 6 Technology roadmap for wave field simulation

比值不变的情况下，快速 Gauss径向基函数插值的收敛速度
随着 σ的减小而加快．

表 2 快速径向基函数插值参数
Table 2 Parameters of fast radial basis

function interpolation

控制点数 N σ 耗时( s) 迭代次数 误差终止条件

17556 0． 01 9． 6 s 7

17556 0． 02 ∞ ∞

108288 0． 003 500 s 20

108288 0． 01 ∞ ∞

选择 N = 108288( 104≤N ＜ 106 ) 个属性控制点进行快速

Gauss基函数插值建模，纵横波速度比 vp /vs 槡= 3，最小横波
波速 867 m /s，最大纵波波速 5500 m /s，密度 2600 kg /m3 ．设
置炮点位置( 4800，3000) ，设置 Ｒicker 子波峰值频率 fp = 30
Hz，由式( 4) 计算得最短横波波长内有 5． 78 个采样点，最短
纵波波长内 10 个采样点，按照式( 5) 设置时间采样间隔 Δt
= 8． 5 × 10 －5 s，进行谱元法波场模拟，如图 7 和图 8 所示，表
明以上参数设置能较好压制数值频散．

4 结 论

通常谱元法属性建模需要建立几何模型进行贴体网格

剖分，单元属性建模方式比较适合贴体网格属性建模．在实
际属性建模流程中，往往缺少几何模型，或者难以建立复杂

的几何模型，而属性控制点是已知的．利用双线性插值和快
速径向基函数插值方法原理，分析了控制点个数 N ＞ 106 的

双线性插值和 104≤N ＜ 106 快速 Gauss 基函数插值效率．将
以上双线性插值和快速 Gauss 径向基函数插值方法集成到
SPECFEM2D中，在属性建模的基础上设置震源、观测系统等
参数进行谱元法波动方程模拟，证明了两种属性建模方式的

有效性，得出如下结论:

( 1) 当介质属性在各个单元内为常数时，单元属性建模
方式较为方便，特别是对于简单块状几何模型可以建立贴体

网格以提高谱元法波场模拟精度．当存在复杂非均匀介质且
几何模型未知时，已知一系列散乱分布的属性控制点，可采

用基于插值算法的节点属性建模方式，对模型范围进行矩形

网格剖分可提高属性建模效率．
( 2) 在节点属性建模方式中，对于复杂非均匀介质模

型，控制点个数越多，插值建模精度越高．双线性插值特别适
合规则分布的稠密网格控制点高精度插值建模，在控制点个

数 N ＞ 106 时，插值效率依然很高; 快速 Gauss插值针对稠密
控制点( 104≤N ＜ 106 ) ，依然能够建立高精度的属性模型．

致 谢 感谢审稿专家提出的修改意见和编辑部的大力

支持!
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